5. Linearni sistem DJ sa konstantnim koeficijentima

HOMOGEN LINEARAN SISTEMA DJ SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA :

(1) Y'(t) = AY (¢), A = [aij]nxn

Ojlerov metod

* Broj A je sopstvena vrednost matrice A, ako postoji vektor v # 0, koji
se naziva sopstveni vektor odgivarajuc¢i sopstvenoj vrednosti A, tako da je

Av=M\v

* Sopstvene vrednosti matrice A su koreni karakeristi¢cnog polinoma
matrice A:

A\ = det(A — ) =0

KARAKTERISTICNA JEDNACINA SISTEMA DJ

_ * Sopstveni vektor v = (v1,19, ..., vp)T, odgovarajuéi sopstvenoj vrednosti
A odreduje se odredjivanjem netrivijalnog resenja linearnog homogenog sistema
jednacina

(A= X)v=0

Teorema 1 Vektorska funkcija o(t) = vert je resenje vektorske DJ ako 1
samo ako je X sopstvena vrednost kvadratne matrice A 1 v odgovarajuci sopstveni
vektor.

DoOKAZ. Za vektorsku funkciju o(t) = vet! vazi

O'(t) — Ap(t) = % (ve) — Aver = dveM — Aver = (A T — A)ve.

Dakle, ako je ¢ resenje vektorske DJ tj. ¢'(t) — Ap(t) = 0 sledi da je
(M — A)v = 0, odnosno Av = Awv. Obratno, ako je A sopstvena vrednost
matrice A tj. (Al — A)v =0, onda je ¢'(t) — Ap(t) =0. O

Sve sopstvene vrednosti matrice A su razlicite:

Teorema 2 Neka su A, Mo, ..., N\, razlicite sopstvene vrednosti marice A 1
V1, Vo, ..., U, odgovarajuci sopstveni vektori. Tada su wvi,vs,...,v, linearno
nezavisni vektori. Fundamentalni sistem reSenja sistema DJ je

S = {Ule/\lta U2€)\2t7 o 7Un€)\nt}a
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O(t) = [vlew/ Y ALE U”eA”'/}

je FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA ([I).

DoOKAzZ. Pretpostavimo suprotno, da sopstveni vektori vy, vs,...,v, nisu lin-
earno nezavisni. Tada postoji maksimalni podskup S = {vy, ve, ..., v} linearno
nezavisnih vektora. Tada se svaki vektor skupa {vii1, Vgt2, ..., v, } moze pred-

staviti kao linearna kombinacija linearno nezavisnih vektora skupa S
(2) Vps1 = C1U1 + Uy + -+ - + v, (c1,¢9,...,¢r) # (0,0,...,0)
| mnozenjem sa leva matricom A
Mot 1Vk+1 = Avpyr = ctAvy + o Avg + - - -+ cpAvg = 1 A\ v+ Ca\gvo 4+ - -+ Cp Ak U

Tada je Ap41 # 0. Zaista, pretpostavimo suprotno da je A\y41 = 0. Tada, A\; # 0
za svako 7 € {1,2,...,k} iiz prethodne jednakosti bi imali da je

C1A U1 + oAUy + -+ - + cp v = 0.
Medjutim, kako je (c1A1,cohe, ..., cxAk) # (0,0,...,0), to je suprotno pret-

postavci da je S skup linearno nezavisnih vektora. Dakle,

Al A2 2
C1Uq + CoU9 + -4 CLUk
Nit1 k41 k41

(3) Uk+1 =

Iz 1 1mamo

1— 1— 1 — —— =0
C1 ( >\k+1) U1+ Co ( >\k+1> Vg + + ¢y, ( >\k+1) Uk

odakle zbog linearne nezavisnosti vektora {vy, va, ..., v} zakljuéujemo da je

s
ci | 1~— ) =0 zasvakoj=1,2,...,k
Akt

i kako su \; # Apy1 za svako j € {1,2,...,k}, dolazimo do kontradikcije da je
(Cl,CQ,...,Ck) == (0,0,,0)
Kako je

W(t) _ ‘Ule/\lt Uge)‘?t Une)‘”t| — e()\1+)\2+...—|—)\n)tlvl vy - Un| 74 0
prema Teoremi 2.3. skup S je fundamentalni sistem resenja sistema DJ 0
OPSTE RESENJE SISTEMA DJ JE:

Y (t) = croreMt + covee + - - -+ cuupet



Primer 5.1. Resiti sistem jednacina

I _ K
Yy = 9Y1 — Y2
/
Yo = 32
RESENJE.
5 —1
Y' = Y
0

In[1]:=A={{5,-1},{0,3}};
Eigensystem[A]

Out [1] :{{5?3}7{{170}7{172}}}

Sopstvene vrednosti su Ay = 51 Ay = 3, a odgovarajuci sopstveni vektori su

[ i [
Ul__O Vo — 9

1 1]
S = { [ 0 ] e’ [ egt} fundamentalni sistem resenja

2 -
oot o3t
o(t) = { 0 203 ] fundamentalna matrica resenja

OPSTE RESENJE:

y1(t) _ _ it ot L 5 L] g c1e%t + cpe
[?ﬁ(t) ] =Y (t) = cruie™ ' e = ¢ [0 ey |, €0 = 2enett

[yl(t)] =Y(t)=d(t)c= {egt ze;t] [2] N [01652'5;;2631

n(t) = cre” + e’

y2(t) = 2ce™

Kompleksne sopstvene vrednosti matrice A:

Neka je A\, = ay + 10k, A\ = oy — i, par konjugovano kompleksnih korena
karakteristicne jednacine odnosno sopstvenih vrednosti matrice A, a vy = aj +
by, U = ap — b, odgovarajuci sopstveni vektori. Kako je

on(t) = vpe™ = (ag + iby)el™ I = e (g, 4 iby)(cos Byt + i sin Byt)

= e™'(ay, cos Byt — by sin Byt) + ie® ' (by, cos Byt + apsinBit)
= Vk(t) + it (2)



i p(t) resenje sistema DJ ([I]), resenja sistema DJ (1)) su i vektorske funkcije
Ur(t) = Re(@k(t)) 1 thp1(t) = Im(pr(t)).

Teorema 3 Neka konstantna realna matrica A reda n = 2k ima 2k prostih
kompleksnih sopstventh vrednostt A\j = o + 26,,)\_] =oa; —if,] = 1,2,... )k
i neka su v; = a; +1ib;,v; = a; —ibj,j = 1,2,...,k odgovarajuci sopstveni
vektori. Tada vektori {ay,by,...,ar, br} formiraju bazu u R"™, odnosno to su
n = 2k linearno nezavisnih vektora. Neka su

V(1) = Re(p;(t)) = @i (t) + oi+j(t)

V() = Im(p;(t)) = _—<<Pj<75> - Splerj(t))a J=12...k,

gde su p;(t) = vieNt, ppi(t) = p;i(t) = U_jerft, j = 1,2,....k. Tada je

fundamentalni sistem resenja sistema D.J

S={i(t),..., Vi), Yrsr(t) ..., Yau(t)},

DokAz. Dokazimo najpre linearnu nezavisnost vektora {ay, b1, ..., ax, by }. Pret-
postavimo suprotno, da postoje konstante c;, d;, 7 = 1,2,...,k koje nisu sve
jednake nuli tako da je

9

[\)

(cjaj + djbj) = 0.

M-

1

J

Tada je
1
§Z Cj UJ+U] zd](v]—@)):O
7=1
Y
k
Z((Cj — idj)vj + (Cj —I-Zd])@) = 0.
j=1
Kako su sopstveni vektori v;, v;, j = 1,2,...,k linearno nezavisni, mora biti
c; xid; = 0, 7 = 1,2,...,k, odakle zakljucujemo da su ¢; = d; = 0, j =
1,2,...,k, sto je suprotno pretpostavci.

Dokazimo sada da su {#1(t), ..., ¥x(t), Yes1(t) . .., Yar(t) } linearno nezavisna
reSenja sistema DJ . Pretpostavimo suprotno, da postoje konstante c;, d;,
j=1,2,...,k koje nisu sve jednake nuli, tako da je

k
D (ejihs(t) + djtbi(t) = 0.

j=1



Tada je

@i(t) +ori(t) . pi(t) —@rei(E)
<Cj 5 —1 dj 9 > = 0

M-

1

J

Y
k
Z(Cj —id;)p;(t) + (¢j + id;) it ;(t) = 0.

Kako su prema Teoremi 2 resenja {@1(t), ..., 0r(t), prs1(t) ..., wax(t)} linearno
nezavisna, bi¢e ¢; £id; = 0, 7 = 1,2,...,k, odakle zakljucujemo da su ¢; =
d; =0,7=1,2,...,k, sto je suprotno pretpostavci. [

Primer 5.2. Resiti sistem jednacina

Y= 21+ e

Yy = —y1+ 2y
RESENJE.
2 1
Y' = Y
2]

In[11:=A={{2,1},{-1,2}};
Eigensystem[A]

Out [1] :{{2 +1¢,2 - L} ) {{_ia 1}7 {Z 1}}}

Sopstvene vrednosti su A\j o = 2 £ ¢, a odgovarajuci sopstveni vektori su

e [3)-[Y 2

ot) = @it [ _1’} — ¢ (cost + isint) <[ g’] b [ _01 D

— ¢* (cost + isint) (a +ib) = e* (acost — bsint 4 i(asint + bcost))

_ 0 N sint L [0 N — cost
a cost 0 | sint 0
:€2t<[81nt]+i —onst]>
cost | sint

Linearno nezavisna reSenja su

p1(t) = [ sint ] oll) = & [ — cost ]

cost sint




FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:

d(t) =e* {

sint —cost
cost sint

OPSTE RESENJE:

FO R il |

yi(t) = 21t(cl sint — ¢y cos t)

e
ya(t) = €2t(c1 cost + ¢z sin t)

Primer 5.3. Resiti KP

Yi = y1—y2 —tcost, yi(0) =1
vy = 10y; — yo + t cos 3t, y2(0) = —1
RESENJE. In[1]:=A={{1-1}{10-1}};
Eigensystem[A]
out (20— {{37, -3}, { {35 + 5.1} {55 - 5. 1}})

Sopstvene vrednosti su A\; 2 = £3i, a odgovarajuci sopstveni vektori su

e[ 4] 3]

gl 1+ 30 . 1+ 3¢
3it
p(t) =e [ 10 ] = (cos 3t + i sin 3t) [ 10 ]

= (cos 3t + isin 3¢) ([ 110] H[g])

= a cos 3t — bsin 3t + i(asin 3t + b cos 3t)

| cos3t — 3sin3t ; sin 3t + 3 cos 3t
N 10 cos 3t 10sin 3t

Linearno nezavisna reSenja su

cos 3t — 3sin 3t ]

() = sin 3t + 3 cos 3t
Yilt) = 10 cos 3t

#2(l) = { 10 sin 3¢



FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:

CID(t) | cos3t —3sin3t sin 3t + 3 cos 3t
a 10 cos 3t 10 sin 3¢

OPSTE RESENJE HOMOGENOG SISTEMA DJ:
B B | cos3t —3sin3t sin3t + 3 cos 3t 1
Yilt) = cipr(t) + copall) = B(t)e = [ 10 cos 3t 10 sin 3t ] [ ¢ ]

cos 3t — 3sin 3t) + ¢y (sin 3t + 3 cos 3t)
10¢q cos 3t + 10cy sin 3t

Y, (t) . (Cl + 302) cos 3t + (CQ — 301) sin 3t
T 10c¢; cos 3t + 10cy sin 3t

Yi(t) = [ ei{

y(t) = a (cos 3t — 3sin St) + ¢ (sin 3t + 3 cos 3t sin t)
y2(t) = 10cq cos 3t + 10cs sin 3t

Opste resenje nehomogenog linearnog sistema DJ Y’ = AY + F(t) je:

Y(t) = Ya(t) + Yy (t) = B(t)e + D (1) / L1 F(t)dt, 1€ (a,b).

Da bi primenili formulu najpre zadajemo fundamentalnu matricu i vektorsku
funkciju F(z).

In[3]:= FM[t | = (

= (g )

Zatim odredjujemo:

(1) inverznu matricu fundamentalne matrice sistema:

fminv([t_] = Inverse[FM|[t]]; MatrixForm|[fminv|[t]]//Simplify
Inverzna matrica fundamentalne matrice sistema je

—3sin3t  55(3cos3t + sin 3t) ]

o) [%COSSt o (— cos 3t + 3sin 3¢)

Cos[3t] — 3Sin[3t] Sin[3t] + 3Cos[3t]
10Cos|3t] 10Sin[3t]

(2) odredjujemo redom ®~1(¢) F'(t), U(t) = [ O 1(t) F(t) dtiY,(t) = ®(t)U(¢):
S1[t_] = fminv[t]. F[t]; MatrixForm[S1[¢]] //Simplify

1 o —tcos3t | [ s5tsin3t(13cos3t + sin 3t)
O WF) =27 () [ t cos 3t ] B {—%t(7+130086t+sin6t)
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S2[t_| = Integrate[S1[t], t]; MatrixForm|[S2[t]]/ /Simplify

57w (187 — (1 + 78t) cos 6t + (13 — 6t) sin 6t) ]

_ -1 _ 2160
W(t) = /q) ()£ (t)dt [ 55 (—126t% + (—13 + 6t) cos 6t — (1 + 78t) sin 6t)

S3[t_] = FM[t].S2[t]; MatrixForm[S3[t]]/ /Simplify

OO o (=2 (2 + 3t + 18¢%) cos 3t + (1 — 24t — 181%) sin 3t)
| 515 (=1 — 78t + 18¢?) cos 3t + (13 — 6t — 126t?) sin 3t)

OPSTE RESENJE NEHOMOGENOG SISTEMA DJ:

Y(t) = d(t)e + B(L)T(t)

Y () = [ (cl + 302) cos 3t + (02 — 301) sin 3t }
10cq cos 3t 4+ 10c¢y sin 3t
N 515 ((—4 — 6t — 36t?) cos 3¢ + (1 — 24t — 18t?) sin 3¢)
515 (=1 — 78t + 18t%) cos 3t + (13 — 6t — 126¢*) sin 3t)
n(t) = 2—16 ((—4 — 6t — 361" + 216C + 648C3) cos 3t
+ (1— 24t — 18 + 216C; — 648C' ) sin 3t )
yat) = 2—16 ((—1 — 78t + 18t* 4 2160C}) cos 3t

+ (13 = 6 — 12612 4 2160C) sin 3¢

Kosijevo resenje KP Y/ = AY + F(t) , Y(tg) = Yp je

Y, (t) = ®(t) <CI>_1(t0)Y0+/tt<I>_1(s)F(s) ds) .t >t

Da bi primenili formulu najpre zadajemo pocetnu vrednost ¢y i poc¢etni vektor
Yo:
£0=0; Yo={{1},{-1}};
a zatim odredjujemo:

(1) Cy = ®1(tg)Y) i resenje pocetnog problema homogenog linearnog sistema
D()D(t)Yp

CO=fminv[t0].Y0; MatrixForm[pvo]



pph[t_|=FM[t].CO; MatrixForm[psi[t]]//Simplify

CID(t)CI)_l(O)Y _{ cosSt—l——sinSt ]
)=

—cos 3t + L sin 3¢

ft s)ds.
mt[ ] =FM[t fto fmmv[s] Fs] ds; MatrixForm[int[¢]] //Simplify
CID(t)/ O1(5) F(s)ds — 108( 3(t + 6t%) cos 3t + (1 — 12 — 9¢%) sin 3t>
to 105 (3(—13t + 3t?) cos 3t + (13 — 3t — 63t?) sin 3¢)

Konac¢no, trazeno KoSijevo resenje je

kosres[t_| = pph[t] + int[t]; MatrixForm[kosres[t|]//Simplify

Y, (t) = 1oz ((108 — 3t — 18t%) cos 3t 4 (73 — 12t — 9¢%) sin 3t)
PR | 5 ((—108 — 39t + 9¢%) cos 3t + (409 — 3t — 63¢) sin 3t)

Primer 5.4. Resiti sistem jednacina

Y1
yi = —§—y2+64y3
/ Y2
Yo = —= —16
Ys 1 Y3
A
3 277
RESENJE.
~1/2 -1 64

A

0 —1/4 —16

0 1 —1/4

In[1]:= A = {{-1/2,—1,64},{0,—1/4,—16},{0,1, —1/4}}
Eigensystem[A]

Out[2]= {{-%+4i, -+ —4i, -1} {{-164,44,1}, {16i,—4i,1},{1,0,0}}}

Sopstvena vrednost Ay = —1/2, a odgovarajuéi sopstveni vektor je
1 1
vp=10 — Yi(t) =vieMt=| 0 | e 2
0 0



1
Sopstvena vrednost Ay = 1 + 44, a odgovarajuci sopstveni vektor je

—161 0 —16
vy = 43 =10 |+2 4
1 1 0
0 —16
Yo3(t) = e7/* (cos 4t + i sin 4t) 0O|+i| 4 = Y5(t) + iY3(t)
1 0
Dva linearno nezavisna reSenja odgovarajuca paru konjugovano-kompleksnih
sopstevnih vrednosti Ay 3 = —1 +4iu
0 —16 16 sin 4t
Yo(t) = e /4 0 |cosdt— | 4 |sindt| =e*| —4sindt
1 0 cos 4t
0 —16 —16 cos 4t
Yi(t) = e /4 0 |sindt+ | 4 |cosdt| =e | dcosdt
1 0 sin 4t

FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:
e t?2 16e t/*sindt —16e 4 cos 4t
O(t) = 0 —det/*sindt 4de'/*cos4dt
0 e t/4 cos 4t et/ sin 4t
OPSTE RESENJE JE:

cre”? 4+ 16e714(—c3 cos 4t + ¢y sin 4t)
Y(t) = aiYi(t) + caYa(t) + csYs(t) = 46_t/4(03 cos 4t — co sin 4t)
e t*4(cy cos 4t + c3sin 4t)

Visestruke sopstvene vrednosti matrice A:

Neka je A\ sopstvena vrednost matrica A visestrukosti 2 < k < n. Tada se
moze pokazati da su funkcije

oi(t) =wit teM, i=1,2,...k

linearno nezavisna resenja sistema DJ (), za odgovarajuéi izbor vektora w;
(dokaz je analogan dokazu u sluc¢aju visestrukog korena karakteristicne jednacine
linearne DJ n—tog reda sa konstantnim koeficijentima).
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Nalazenje k linearno nezavisnih resenja sistema (/1)) zasniva se na odredivanju
resenja Y (t) = P(t)eM, gde je P(t) polinomska vektorska funkcija stepena
st(P) < k—1.

Za linearnu transformaciju 7' : V' — W vektorskih prostora V, W, podprostor
vektorskog prostora V'

KerT ={veV : Tv=0}
je jezgro od T, a podprostor vektorskog prostora W
ImT={weW :3JveV,Tv=w}=T(V)

je slika od T'. Vazi
dimKer7T +dimIm7 = dimV

Ako je A kvadratna matrica reda n xn, za linearnu transformaciju 7' : R" — R",
T(x) = Ax vazi
dim KerT'+ dimImT =n.

Oznac¢imo sa
KA=X)=Ker(A—A)={veR": (A—- Al)v =0},
RA—-A)=Im(A—- M) ={ueR": u=(A—-AM)v, veR"}.

Neka matrica A ima sopstvenu vrednost visestrukosti 2: A\ = Ay € R.

[ sLuCAJ: Neka je dim (A — M) = 1 1 neka je V] € K(A — M) odgovarajuéi
sopstveni vektor. Jedno reSenje sistema DJ je

Vi(t) = VieM
Trazimo drugo linearno nezavisno resenje u obliku
Ya(t) = (vat + wy)eM!
A (ot + wa)eMt 4 vpeMt = Y (1) = AYs(t) = A(vat + wo)e™!
Mot + (Awg + vy) = Avgt + Aws
(4) AUy = A AMws + v = Aws

!
Vg € IC(A — /\]I)

11



Kako je dimKC(A — M) =1, bice vg = puVi, p € R = vy =V
MWy +v9 = Aws = vy = Awy — Mwy = V3 = (A — M 1Dwy
Drugo linearno nezavisno resenje odgovarajuce sopstvenoj vrednosti A\ je
Yso(t) = (Vit + w2>€/\1f
gde wo zadovoljava (A — A\ 1)wy = V1.

IT sLuCAaJ: Neka je dim (A — Al) = 2 i neka su Vi, V5 € (A — M) linearno
nezavisni sopstveni vektori matrice A. Tada su

Yi(t) = Ve, Ya(t) = Vae!
linearno nezavisna resenja sistema DJ ().

Primer 5.5. Resiti sistem jednacina

/
v = =8y —
3/2 = 16y
RESENJE.
-8 —1

A= { 16 0 ]
In[1]:= A ={{-8,—1},{16,0}}
Eigensystem[A]
Out [2] — {{_47 _4} ) {{_17 4} ) {07 O}}}
Matrica A ima dvostruku sopstvenu vrednost A\; = Ay = —4 i samo jedan

sopstveni vektor v; = (—1,4)7.

Trazimo drugo linearno nezavisno resenje u obliku
Yg(t) = (’Ult + wg)eM
)7

gde wy = (11, u2)" zadovoljava

(A+4Dw; =v;, = [Ig _41”/;2]:[_41]
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In[3]:=LinearSolve[A + 4IdentityMatrix|2], {—1,4}]
Out[4]= {1,0}

1/4]

H1 = 0

o= ([ [ v

FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:

1 —t+1/4
4 At

,,UQ:O = w2:[

| =

d(t)=e [
OPSTE RESENJE JE:

Y(t) = a1 Yi(t) + eoYa(t) = ®(t)e = e [ —c1+ (=t +1/4)es ]

4dcy + 4teo

Primer 5.6. Resiti sistem jednacina

200
Y=1120]|Y.
103
RESENJE. Sopstvene vrednosti matrice A su Ay = 31 Ay = A3 = 2, odgovarajudi
sopstveni vektor su v; = (0,0,1)7, vy = (0,1,0)T. Dva linearno nezavisna
resenja su
0 0
Yi(t) = veMt =10 | e, Ys(t) = vt = | 1| ¥
1 0

Trazimo trece linearno nezavisno reSenje u obliku
Y3(t) = (ot At
3() = (vt + wp)e

gde wy = (1, o, p3)T zadovoljava

0007 [m
(A—Z])wgzvg = 1 00 2 = 1
10 1] | s
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In[3]:= LinearSolve[A - 2 IdentityMatrix[3], {0, 1, 0}]
Out[4]:= {1, 0, -1}

0 1
Y3(t) = 11t+1] 0 e = e
0 —1 —1
FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:
0 0 e
O(t)y=| 0 e* te*

OPSTE RESENJE JE:
2t

c3e
Y(t) = ®(t)c = | e + cgte?
et — cae?t
Primer 5.7. Resiti sistem jednacina
011
Y=1101]|Y.
110
RESENJE. Sopstvene vrednosti matrice A su Ay = 21 Ay = A3 = —1, odgo-

varajuéi sopstveni vektor su v; = (1,1,1)T, v, = (=1,0,1)T, v3 = (=1,1,0)T.
Linearno nezavisna resenja su

1
Yi(t) = veM = | 1| e,
1
—1 —1
Ys(t) = vt = | 0 | e, Y3(t) = vget = 1 |et
1 0
FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA I OPSTE RESENJE SU:
2 ot ot cre?t — (co+ c3)e
Pty=1]¢e* 0 e Y(t) = cre? + cge!
A ot 0 cre?t 4 coe!
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Neka matrica A ima sopstvenu vrednost visestrukosti 3: A\ = Ay = As.

I sLuCAJ: Neka je dim (A — A\I) = 1 i neka je V) € K(A — A1) odgovarajudi
sopstveni vektor matrice A. Jedno reSenje sistema DJ je

Yi(t) = ie

Trazimo druga dva linearno nezavisna resenja u obliku

1
Yé(t) = (Ugt + w2)€)\1t Yz),(t) = <§ U3t2 + wst + U3) €>\1t

Zamenom u jednacinu dobija se:
Avat + wy)eMt = AYa(t) = YJ(t) = voe™! + (vat + wo) A ™!
Avgt + Awg = A\juat + V9 + wo kg
AY() = V(1)
Y
A (% vst? + wst + Ug) Mt = (vst + wg)e’\lt + A\ (% vst? 4+ wst + U3> eMl

A03t2/2 + Awgt + AU3 — )\1U3t2/2 + (1}3 + wg)\l)t + w3 + U3>\1

odakle se dobijaju sistemi jednacina po nepoznatim vektorima vy, ws, v3, w3 i

us:
)\1"02 = A”UQ
(A — )\1[)11)2 = V2
)\1?}3 == AU3

(A - )\1[)11}3 = Vs

(A — )\1])”&3 = Ws
Dakle, vo,v3 € IC(A — M), tako da je vo = Vi, v3 = usVi, po, 3 € R
Mozemo uzeti vy = v3 = V;. Vektori wsy, w3 su resenje sistema (A — A1 )w = V.
Kako je dim R(A — M\ 1) = 2, tj. rang(A— M) = 2, sistem (A— X\ ])w = V] ima
beskona¢no mnogo resenja. Kona¢no, vektor ug je resenje sistema (A— A 1)uz =
ws.
IT sLuCAJ: Neka je dim (A—AI) = 21 neka su Vi, V5 € K(A— M) odgovarajuéi
sopstveni vektor matrice A. Dva linearno nezavisna resenje sistema DJ ([1)) su

Yi(t) = VieM,  Ya(t) = Vae,
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dok trece linearno nezavisno resenje trazimo u obliku
Y},(t) = (Ugt + wg)eAlt.
Zamenom u jednacinu (1) dobija se

)\11}3 = A?Jg
(A—)\ll)wg = Vs

Dakle, v3 € (A — M), tako da je vs = Vi + peVa, 1, o € R. Vektor ws je
resenje sistema (A — A\ I)w = Vi + poVa, pri cemu pg, po € R biramo tako da
sistem ima reSenje, uzevsi u obzir da je sada rang(A — Al) = 1.

ITI sLuCAJ: Neka je dim (A — M) = 3 ineka su V4, Vo, Vs € K(A—AL) linearno
nezavisni sopstveni vektori matrice A. Tada su

Yi(t) = Ve, k=1,2,3

linearno nezavisna resenja sistema DJ koja ¢ine njegov fundamentalni sis-
tem.

Primer 5.8. Resiti sistem jednacina

Y = y1+y2+ys
Yo = 2y1+ Yo — Y3

ys = —3y1+ 2y +4y;
RESENJE.
1 1 1
A= 2 1 —1
-3 2 4
In[1]:= A={{1,1,1},{2,1,-1},{-3,2,4}}
Eigensystem[A]
Out[2]= {{2,2,2},{{0,—-1,1},{0,0,0},{0,0,0}}}
0
Vi(t) =veMt = | —1 | e*
1

Drugo linearno nezavisno resenje je oblika
Ya(t) = (vt 4 ws)e*
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gde wy zadovoljava (A — 21)ws = vy. Linearan sistem (A — 21 )w = v; je oblika
—wi +wo +wg =0, 2w —wy —wz =—1, —3w; + 2w+ 2wz =1
i ima beskona¢no mnogo resenja {(—1,y,—1—vy) : y € R}.

In[3]:= B=A-2IdentityMatrix[3]; LinearSolve[B, {0, -1, 1}]
Out[4]:= {-1, -1, 0}

In[5]:=Solve[B.{x1,x2,x3}=={0,-1,1},{x1,x2,x3}]
Out[6]:= {{x1 — —1,x3 - —x2 —1}}

—1 0 —1
wo= | =1 | = Yyt)= I R I B I
0 1 0

—1
Yo(t) = | =t —1 | &*
t

Trece linearno nezavisno resenje je oblika

1
YE),(t) = (E Uth + wat + U3> €2t

gde ug zadovoljava (A — 21 )ug = we

In[5]:= LinearSolve[A - 2 IdentityMatrix[3], {-1, -1, 0}]
Out[6]:= {-2, -3, 0}

—2 o —1 —2
uz= | =3 | = Y3(t)= 5|1 | -1 {t+ ] =3 |
0 1 0 0
g
1 2
ORI
1t2
i 2 ]
FUNDAMENTALNA MATRICA SISTEMA JE:
0 -1 —t—2
1 2
B(f)= | ~L “t—1 gt —t=3 |
t2
1 t —
) 2 i
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OPSTE RESENJE JE:

—Co + Cg(—t — 2)
t2

Y()=0(t)e= | —atc(-t—1)+c (—5 —t— 3) o2t

¢t + ot + %tQ

Primer 5.9. Resiti sistem jednacina

vy = 2y1 — Y2 — Y3
vy = 2y1 — Y2 — 2u3

ys = —y1 + Y2+ 2y3
RESENJE.
2 -1 —1
A= 2 -1 =2
-1 1 1
In[1]:= A = {{2,-1,—1},{2,—1,-2}, {—1,1,1}}
Eigensystem[A]

out[2]= {{1,1,1},{{1,0,1},{1,1,0},{0,0,0}}}

Dakle, sopstvene vrednosti su Ay = Ay = A3 = 1 i imamo dva linearno nezavisna

sopstvena vektora v; = (1,0,1)T i v, = (1,1,0)T. Dva linearno nezavisna
resenja su
1 1
Yi(t) =veMt =10 | ¢, Ya(t) = vpeMt = | 1 | €
1 0

Trece linearno nezavisno resenje trazimo u obliku
t
Y3(t) = (vst + ws)e

gde je v3 = pivy + Hove, a ws je reSenje sistema (A — I)w = v3, odnosno

I -1 -1 1 H1 + p2
2 -2 =2 120) = j %)
—1 1 1 V3 M1

Sistem ima resenja ako je 2p1 +2p9 = o 1 pt1 + po = —p1, odnosno 2p1 + po = 0.
Dakle, mozemo uzeti da je pu; = 11 pp = —2, tako da je vy = (=1, -2, 1)L.
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In[3]:= LinearSolve[A - IdentityMatrix[3], {-1, -2, 1}]
Out[4]:= {-1, 0, 0O}

—1 ~1 ~1
w=| 0| = vO=[]|-2t+| 0 |]|¢
0 1 0

—t—1
Y3(t)=| —2t |¢€

Cc1+ Cco+ Cg(—t — 1)
Y(t)=®(t)e = cy — 2c3t e
c1+ Cgt
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